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1. INTRODUCTION 
1.1. Soient p un nombre premier, R un corps algebriquement clos de 
caracteristique p et G un groupe fini. Dans [ 11, Serge Bout considere les 
correspondances qui a chaque sous-groupe H de G, a chaque p-sous-groupe 
P de H et a chaque .&H-module M, associent un R(N,(P)/P)-module M(P) 
de sorte que les axiomes (al), . . . . (~7) de [ 11 soient satisfaits. A partir d’une 
telle correspondance, Bout construit une famille d’endomorphismes 
idempotents du groupe de Green de G (i.e., de l’anneau de Green de G en 
tant que groupe abtlien), deux a deux orthogonaux et dont la somme est 
tgale a l’identite. Or, si l’on decrit ces correspondances a partir de la 
decomposition canonique de l’anneau de Green, etendu a Q, introduite 
dans [2, $31, les axiomes (al), . . . . (a7) de [l] prennent ‘une forme par- 
ticulierement simple (voir les conditions 3.3.3 et 3.3.4 ci-dessous) qui met 
en evidence une correspondance “canonique” (voir 3.1 et 3.4 ci-dessous). 
1.2. A vrai dire-comme on pourra le remarquer-toute cette demarche 
ne depend nullement de la sptcificite du groupe de Green, mais seulement 
de la don&e d’une famille de Q-espaces vectoriels indexes par les paires 
(H, P), oh H est un sous-groupe de G tel que H/O,(H) soit cyclique et P 
un p-sous-groupe normal de H, et dune famille d’applications lidaires 
injectives indexees par les couples (K, Q), (H, P) tels que Kc H et Q c P, 
qui satisfont a une transitivitt tvidente et sont bijectives lorsque H = P. K. 
Nous ne developpons pas ce point de vue: ici nous essayons d’etre concis 
plutot que complet. Nous aurions preferit que le contenu de cetter Note fut 
inttgre dans [l ]-soit pour en remplacer la demarche, soit simplement 
comme appendice-car la settle motivation de cette reflexion a ete de 
cerner le contenu des axiomes cites et de simplifier la demonstration de 
I’idempotence t l’orthogonalite des endomorphismes construits avec les 
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2. NOTATIONS ET RAPPELS 
2.1. En empruntant les notations de [2], now dtsignons par AX(G) 
l’anneau de Green de G et, pour chaque sous-groupe H de G et chaque 
p-sous-groupe normal P de H, par d&(H/P) l’anneau residue1 de Green 
introduit dans [2, $31 (ou il est note B?JZ~(H/P)), c’est-a-dire, le quotient 
de A’!(H/P) par l’idtal des elements induits a partir des sous-groupes 
propres de HIP. Si YE A4(H/P) on note p l’image de Y dans &&(H/P). 
Rappelons que la restriction induit un isomorphisme (cf. [2, prop. 34.1) 
(2.1.1) 
ce qui nous am&e a considtrer la Q-algebre QAk’J(G) = nH Q~4(H), oti 
H parcourt toujours l’ensemble des sous-groupes de G (comme dans [2], 
on note Q( ) le foncteur Q@, ( )). 
2.2. Soit H un sous-groupe de G. D’une part, nous identifions 
Q%h’l(H) a son image tvidente dans Q&A’X(G) et dtsignons par 
qH: Q%h’d(G) + QFAl(G) 
la projection de QFAJG) sur QFAk(H). D’autre part, rappelons que 
Q~4(H) est nul sauf si H/O,(H)-que l’on note R dorenavant-est cycli- 
que, auquel cas il est un QJiZ,(R)-module libre, ayant une decomposition 
canonique (cf. [2, th. 9.61) 
(2.2.1) Qc&4( H) z @ Q~k( H)x 
x 
ou X parcourt l’ensemble des classes d’isomorphisme R-stables des 
RU,( H)-modules indecomposables de vortex O,(H) et, pour chaque X, 
QdL(H)x est un Q&l(R)-module libre de rang un. En particulier, si I7 est 
cyclique et P un p-sous-groupe normal de H, la restriction, qui induit une 
application QA?,,( ET)-lineaire r ; : QdL( H/P) + Q~l(H) (notee RresP, oti 
cp: H + H/P est l’homomorphisme canonique, dans 120, envoie injective- 
ment la decomposition canonique de Q.&?,,( H/P) dans celle de QJL( H) (cf. 
[2, th. 9.61). Plus gentralement, si K est un sous-groupe de N,(P) tel que 
i? soit cyclique, on dtsigne par rf l’application de Q~L(P. K/P) dans 
Qx4(K) induite par la restriction a travers l’homomorphisme canonique de 
K sur P. K/P. 
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3. TRADUCTION DES AXIOMES 
3.1. La do&e dune correspondance du type decrit dans 1.1 qui 
satisfait aux axiomes (al ), . . . . (~7) de [ 1 ] induit, en particulier, pour cha- 
que sous-groupe K de G tel que K soit cyclique et chaque p-sous-groupe 
normal P de K, une application Q-lineaire SF: Q~l(K) -+ Qxk(K/P) telle 
que s;c r: = id-c’est-a-dire, une retraction Z-lineaire de r:. On remar- 
quera, d’une part, qu’on les obtient toutes en composant une d’entre elles 
avec les f~ GLQ(QJ4(K)) tels que f 0 r: = r; et, d’autre part, que l’on a un 
choix “canonique” pour SF, a savoir la retraction qui annule les facteurs de 
la decomposition canonique de QO#i(K) non contenus dans I’image de r:. 
3.2. Or, la correspondance consideree st deja determinte par la famille 
des s: ci-dessus. En effet, si H est un sous-groupe de G et P un p-sous- 
groupe de H, a l’aide de l’isomorphisme 2.1 .l on voit aisement que cette 
correspondance nvoie YE Q&J(H) sur l’image Y(P) dans QAL( N, (P)/P) 
de 
(3.2.1) (sfq F,)),, E QFA$(N,(P)/P)NH(P)‘P 
ou K parcourt l’ensemble des sous-groupes de N,(P) tels que P c K et K 
soit cyclique et, pour chaque K, Y, est l’image de Y dans QUA; autre- 
ment dit, I’image de Y(P) dans QJ&(K/P) est egale a s:( YK), ce qui est une 
consequence des axiomes. 
3.3. En fait, pour sa construction, Bout a besoin du 1N,(P)-module 
determine par Y(P), c’est-a-dire, de la restriction de Y(P) dans 
QA4( NH( P)), dont I’image dans QSWl(NH(P)) est Cgale a (cf. 2.1.1) 
(3.3.1) ~(r3sC’“(~p.K)))K 
ou K parcourt l’ensemble des sous-groupes de N,(P) tels que R soit 
cyclique. Maintenant, en posant 
(3.3.2) 
pour tout p-sowgroupe P de G et tout sous-groupe K de N,(P) tel que 
K soit cyclique, il nest pas difhcile de verifier que les axiomes de Bout 
impliquent les conditions suivantes 
3.3.3. Pour tout x E G, tout sowgroupe K de G tel que R soit cyclique 
et tout p-sous-groupe normal P de K, on a s,” = (SF)\-. 
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3.3.4. Pour tout p-sowgroupe P de G, tout p-sous-groupe Q de N,(P) 




De plus, on remarquera que, comme ,sP~.~ est une retraction de rg.K, on a 
(3.3.5) 4 oep P.KzeK P’ 
3.4. Reciproquement, la donnee, pour chaque sous-groupe K de G tel 
que R soit cyclique et chaque p-sous-groupe normal P de K, d’une retraction 
SF: Q~k(K) -+ Q~d(KjP) de r; de sorte que les conditions 3.3.3 et 3.3.4 
soient satisfaites, nous permet de considerer, comme ci-dessus, la corre- 
spondance qui a chaque sous-groupe H de G, chaque p-sous-groupe P de H 
et chaque YE QAk(H) associe l’image de (sF( PK)),p dans Q~d(NH(P)/P) 
(cf. 3.2.1 et 2.1.1), et on verifie aisement qu’elle satisfait aux axiomes 
(al), . . . . (a7) de [ 1] (voir, par exemple, [2, 3.4.41 pour le comportement de 
l’induction a travers l’isomorphisme 2.1.1). Mais, meme si Y est la classe 
d’isomorphisme dun dH-module, Y(P) ne provient pas necessairement 
dun R( N,(P)/P)-module. On remarquera que le choix “canonique” pour 
SF cite ci-dessus (cf. 3.1) satisfait aux conditions 3.3.3 et 3.3.4; en fait, ce 
choix satisfait a la condition suivante qui est a priori plus precise que 3.3.4 
(a comparer avec [l, $2.51). 
3.4.1. Pour tout p-sous-groupe P de G, tout p-sous-groupe Q de N,(P) et 




4. IDEMPOTENCE ET ORTHOGONALITE 
4.1. Soit done {s;)~,~ une famille de retractions des r:, ou K parcourt 
l’ensemble des sous-groupes de G tels que 13 soit cyclique et, pour chaque 
K, P celui des p-sous-groupes normaux de K, satisfaisant aux conditions 
3.3.3 et 3.3.4. En suivant Bout, nous allons construire une decomposition 
idempotente et orthogonale de l’identitb dans EndQ(Q&l(G)), mais nous 
commencons par en construire une dans EndQ(Q9TAJ(G)). Pour chaque 
p-sous-groupe P de G, designons par ep l’endomorphisme de Q9TAJ(G) qui 
envoie ( PK)KE Q9?Ai(G) sur (ef( p,.,)),, ou K parcourt l’ensemble des 
sous-groupes de G tels que R soit cyclique et, pour chaque K, on pose 
e$=rFos;‘K si K normalise P et eF( Pp. K) = 0 sinon. Les ep sont done des 
endomorphismes idempotents de QP..4(G) (cf. 3.3.5) et, comme conse- 
quence immediate de 3.3.4 (et du fait que ep(Q9?&JG)) c Q2E&?JNc(P))), 
on obtient 
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4.1.1. Pour tout couple de p-sowgroupes P et Q de G, on a 
eQoeP=qNG(Q)“ep.Q oep ou 0 suivant que Q normalise ou non P. 
4.2. Pour construire la decomposition annoncee, now avons besoin de 
quelques notations. Appelons p-chaine normale de G tout ensemble p non 
vide de p-sous-groupes de G se normalisant mutuellement, totalement 
ordonne par l’inclusion, et designons respectivement par sup(p) et inf(p) 
son plus grand et son plus petit elements; si q est une p-chaine normale de 
N,(p), nous designons par p * q la p-chdne normale de G formee des 
elements de p et des produits de sup(p) par les elements de q. Si p est une 
p-chaine normale de G, nous definissons inductivement I’endomorphisme p 
de oF%$Zd(G) en posant e,, = id et ep = ep oep, od P = sup(p) et p’ = p - {P}; 
a nouveau, comme consequence de 4.1.1, on obtient 
4.2.1. Pour tout couple de p-chaines normales p et q de G, on a 
eqoep=qNG(q)“epaq ou 0 suivant que sup(q) normalise ou non p. 
Enlin, pour chaque p-sowgroupe P de G, on pose 
(4.2.2) ip=C (-l)Ipl-lep 
P 
od p parcourt l’ensemble des p-chaines normales de G telles que inf(p) = P. 
On remarquera que ei , 1 = e, = id (oti 1 designe le sous-groupe i un 
element). 
PROPOSITION 4.3. Avec les notations et les hypotheses ci-dessus, (ipjp 
oti P parcourt l’ensemble des p-sous-groupes de G est une famille 
d’endomorphismes idempotents de QAA’k(G), deux a deux orthogonaux, de 
somme egale a I’identite. 
Demonstration. La somme des i, est tgale a J$,( - l)lp’p ‘ep oh p par- 
court l’ensemble des p-chaines normales de G. Or, en designant par p + { 1 } 
la difference symetrique de p et (1 }, il est clair que si p # { 1 } alors p + { 1) 
est une p-chaine normale de G differente de { 1 } et on a 
(4.3.1) ep=ep+(li et (-1)IPI-1+(_l)lP+(IJI~1=0. 
Par consequent, cette somme est egale a e{,) = id. 
11 suflit maintenant de demontrer que, si P et Q sont des p-sous-groupes 
de G, on a iQ’ip= 0; or, d’apres 4.2.1 et 4.2.2, on obtient 
(4.3.2) iQOiP=~~(-l)~P~+~q~qNG~q~~eprq 
P q 
oti p parcourt l’ensemble des p-chaines normales de G telles que inf(p) = P 
410 LLUIS PUIG 
et, pour chaque p, q celui des p-chaines normales de N,(p) telles que 
inf(q) = Q. Par consequent, il suffit dtmontrer que, pour chaque p-chaine 
normale r de G et chaque sous-groupe N de N,(r), on a 
(4.3.3) (2) ( - 1)‘“’ + ‘q’ = 0 
oh (p, q) parcourt l’ensemble E des couples de p-chaines normales de G 
telles que inf(p) = P, inf(q) = Q, sup(q) c N,(P), 4~ * 9 = r et 
N = N,(p) n N,(q) (car alors qNGcqjoe, = qNoe,), et pour ceci, il suffit 
d’exhiber une permutation involutive (T de E telle qu’en posant 
I(p, q)l = IPI + 191 on ait 
(4.3.4) (_ l)l(P>4)1 + (_ ~)ldP4ll = 0 
Si sup(p) c Q, il est clair que p + {Q} # @ et on pose 
(4.3.5) 4~ q)= (P + {Q}, 9). 
11 est clair que inf(p+ {Q})= P, que sup(q)c N&p + (Q}), que 
(P+(Q>)*q=retN,(p+{Q})nN,(q)=Ncarpuq=r=(p+{Q})uq, 
etquea(p+{Q},q)=(p,q)carsup(p+(Q})cQ. 
Si P' = sup(p) $C Q on considere le plus grand Q’ E q tel que 
Q’# Q’ . N,(q’), oti q’ est la p-chaine normale form&e des elements de q 
contenus dans Q’; alors, si q’ # q et Q” est le plus petit Clement de q - q’, 
la maximalitt de Q’ entraine 
Q” = Q” . (N,(q’) n Npf(Q”)) = N,. .Npcqt,(Q”) 
et par suite Q” contient N,(q’); par consequent, q + {Q’ . N,(q’)} est 
toujours une p-chaine normale de G et on pose 
(4.3.6) 4~ 4) =.(P, q + {Q’ .NAq')l). 
11 est clair que inf(q + {Q’ . Np,(q’)}) = Q, que sup(q + {Q’ . Np.(q’)}) c 
NAP), we P * h+ {Q’JGh’H)= r car les ensembles des produits de P' 
par les elements de q et par les elements de q + {Q’ . N,.(q’)} coincident, et 
we N,(p)nN,(q+{Q’.N,(q’)})=N et a(p,q+(Q’.N,,(q’)})=(~,q) 
car q + (Q’ . N,(p’) } contient Q’ et q’. 
4.4. En particulier, pour chaque p-sous-groupe P de G, la somme 
C, ipr, 06 x parcourt un systeme de representants des classes G/N,(P) 
dans G, induit a travers l’isomorphisme 2.1.1 un endomorphisme idempo- 
tent de Q.A!1(G) qui coincide avec l’endomorphisme @z que, dans [ 11, 
Bout associe a P et a la correspondance dtterminte par la famille (s~}~,~ 
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ci-dessus (cf. 3.4). En effet, si YE QA!d(G) et K est un sowgroupe de G tel 
que K soit cyclique, on voit aisement que I’image de @F(Y) dans Q~t(K) 
est nulle sauf si K normalise un conjugue de P, auquel cas elle est &gale a 
I(-l)‘“‘+‘e,oK (4.4.1) 
oti p parcourt l’ensemble des p-chaines normales K-stables de G telles que 
inf(p) soil conjugue a P et , pour chaque P, e,(Y), est l’image de e,(Y) 
dans Q~t(K); or, si p est une p-chame normale de G qui n’est pas K-stable, 
l’image de e,(Y) dans Q~i(K) est nulle (rappelons que, d’apres 4.2.1, on a 
eP = qNGic(pjoep); par consequent, 4.4.1 est egal a l’image dans Qdk(K) de 
C, ipr( Y) oh x parcourt un systeme de representants des classes G/N,(P) 
dans G. 
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